Non existence de solutions d’inéquations
semilinéaires dans des domaines coniques
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Résumé

Nous établissons des résultats de non existence de solutions pour des
problemes semilinéaires elliptiques et d’évolution d’ordre arbitraire en temps.
Deux types de domaines sont considérés : les produits de cones et les produits
de cones tronqués. On retrouve, en particulier et d’'une maniere tout a fait
différente, le résultat d & Ohta & Kaneko [16] concernant I’exposant critique
de Fujita dans le cas d’un produit de domaines. Notre approche est fondée
sur la méthode des fonctions test développée par Mitidieri & Pohozaev [13],
Pohozaev & Tesei [18] et Pohozaev & Véron [20].

Abstract

Nonexistence of global solutions to semilinear elliptic and ”heigher- or-
der evolution” inequalities is studied. Two types of domains are considered:
product of cones and product of cone-like domains. We find, in particular and
with a different method, the result of Ohta & Kancko [16] concerning Fujita’s
exponents on product domains. Our approach is based on the test-function
method, developed by Mitidieri & Pohozaev [13], Pohozaev & Tesei [18] and
Pohozaev & Véron [20].
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1 Introduction et Notations

Dans cet article on s’intéresse a la non existence de solutions globales (non tri-
viales) pour des inéquations aux dérivées partielles semilinéaires dans un produit de
cones et de cones tronqués. Dans le cas d’un cone, ces problemes ont été posés dans
les années 1980-1990 et ont été largement étudiés depuis. Pour les cas elliptique
et parabolique on peut mentionner les articles de Bandle & Levine [1], Bandle &
Essen [3], Egnell [5], Levine & Meier [11, 12] et I'article de synthese de Levine [10].
Les résultats récents dans cette direction peuvent étre trouvés dans la célebre mono-
graphie de Mitidieri et Pohozaev [15] et I'article de synthese de Deng & Levine [4].

L’article de Ohta & Kaneko [16] est consacré a la non existence de solutions
pour I’équation de la chaleur semilinéaire dans un produit de deux domaines D =
Dy x Dy. Les auteurs ont établi une relation entre I’exposant critique correspondant
au domaine D et les exposants critiques correspondant a Dy et Ds. Ils ont démontré
en outre que la relation est optimale. Pour ce faire, les auteurs ont introduit la
notion de domaine asymptotiquement réqulier a l'infini dans le sens qu’il existe une
solution non triviale du probleme

wt:Aw7 ('rut) GDiX]0,00[,
w(zx,t) =0, (x,t) € 0D;x]0, 00|,
w(z,0) =up(x) >0, x€D;, (up asupport compact),

i € {1,2}, qui possede un certain comportement asymptotique a l'infini en temps,
(ces résultats sont aussi commentés dans la revue de résultats [4]). Utilisant des
propriétés de la transformation de Hankel, les auteurs ont prouvé qu'un cone est
asymptotiquement régulier a l’infini.

Le but principal de notre travail est d’établir des résultats de non existence pour
des inéquations elliptique et parabolique sans évoquer la propriété de régularité
asymptotique des cones a I'infini. De plus, nous retrouvons en particulier le résultat
de Ohta & Kaneko sans utiliser la solution fondamentale de I'opérateur parabolique
associé. Ceci nous permet de considérer des systemes d’inéquations elliptique, pa-
rabolique et des systemes d’évolution, d’ordre arbitraire en temps, qui englobent
les cas des inéquations parabolique et hyperbolique. Dans ce dernier cas nous ne
démontrons pas 'optimalité de nos résultats.

L’approche que nous utilisons dans cet article est fondée sur la méthode des
fonctions test développée par Mitidieri & Pohozaev [13], Pohozaev & Tesei [18],
Pohozaev & Véron [20], Zhang [23]. Quelques résultats, dans le cas d'un seul cone,
ont été établis par G. Laptev [7, 8, 9].

On se donne un entier naturel n > 1, n entiers naturels NV; > 3,7 € {1,2,...,n},
et N =", N;. Les coordonnées polaires dans R"i seront notées par (r;,w;). Soit
SNi=1 la sphere unitaire dans RYi et K, un ouvert de SVi=! de bord 9K, assez
régulier. On désignera par K; le cone

K ={z;= (rjw;) €eRY; 0 <1y < +o0 et w; € K, }

et par K le produit K = K; x Ky x ... Xx K. Le bord du cone K; sera noté par
OK; et celui de K par 0K. Pour € > 0, on désignera par K. le produit cartésien de
cones tronqués {x € K; Vi € {1,2,...,n}, |z;| > ¢} et par K, son bord. Le vecteur
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normal unitaire dirigé vers l'extérieur de 0K, (resp. 0K) sera noté v, (resp. v).

Le laplacien (appliqué & une fonction définie de R™ dans R) sera noté A;. Rap-
pelons qu’en coordonnées polaires A; a la forme

1 8<N1.13> 1 *# N-109 1

- 7Aw_:7 + —
rNit or, 27 o2 ri Or; 1r?

Ai —
! (97”1‘

A

7

olt A, désigne l'opérateur de Laplace-Beltrami sur la sphere unitaire S™i—1,
On désignera par )\, la premiere valeur propre et @, la fonction propre associée
du probleme de Dirichlet

—A,, Py, = A, P, dans K,

b, =0 sur 0K,,.

Il est bien connu que A,, > 0 et que @, est une application strictement positive sur
K,,. On choisira ®,, <1 et on désignera par ¢ I'application

n

O (w1, wa, .y wy) — H@wi(wi)-

=1

Dans la suite, la lettre C' désignera une constante qui peut varier d’une ligne a ’autre
mais indépendante des termes faisant l'objet de passage a la limite.

L’ensemble des fonctions de classe C? sur K sera noté C*(K). De méme, I’ensemble
des fonctions de classe C? par rapport a la premiere variable et de classe j € N* par
rapport a la seconde variable, sur K x]0, +ool, sera noté C*J (K x]0, +00]).
Finalement, pour un réel ¢ > 1 donné, on définit le réel ¢ par la relation 1/q+1/¢ =
1.

2 Résultats pr éliminaires

Le but de cette section est de construire un ensemble de fonctions test dont on
aura besoin dans les démonstrations qui suivront.
On désignera par ¢ la fonction de troncature standard définie sur [0, +o0]

1 si 0<y <1,
C(y) = et Vy e R, 0<((y)<1.
0 si y>2

Soit pg > 3 et soit la fonction 7 définie par

n(y) = [Cy)]™.

Il existe alors une constante ¢, > 0 telle que pour tous y > 0 et p, 1 <p < py, on a
les deux estimations

' ()P < ey’ (y) (1)
et
1" ()P < ey (y). (2)
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En effet ; |1/[P = p§ ¢PPo=D |¢'|P. Par suite, il existe ¢, telle que (1) a lieu. L'inégalité
(2) s’obtient de la méme maniere.

On introduit la partie de la fonction test en la variable ¢. Pour cela, soient un
parametre p > 0, un exposant § > 0 et la fonction t + n(t/p?). Remarquons que
I'on a

supp \n(t/p")\ = {tc R, 0<t <2}

= {teR", o’ <t<2},

d
et supp |d?t7(t/ )

ou "supp” désigne le support. En outre, on a

dan it/ N[
/ ‘dt(t/p )’ dt < cnpr(pfl). (3)
S

upp |4t/p0)| nP1(t/p?)

On construit maintenant la partie de la fonction test qui porte sur les variables
radiales (71,79, ..., 7,). Considérons les fonctions

n n

§1(r1, ey Tn) = Hrfi, §a(r1, ey ) = HU(H/P) et §(r1, .., ) = (£182) (11, -0, ),

i=1 i=1
ous; > 0,17 €{1,2,....,n}. Nous noterons pour tout ¢ dans {1,2,...,n}
&)= I 77 et &(rm) = I nlrs/p).
J=Llj#1 j=1,j#i

On se propose d’établir des estimations portant sur 9¢/dr; et 9*¢/0r?. Pour ne pas
alourdir les notations, nous o6terons la variable (rq,...,r,). Ainsi,

o8
87"1' N

si—1 (1 1 ¢
sirslele + ;77/(7“1'/0)5155 g
et par suite, il existe ¢, > 0 tel que

23
8 r;

p
8i— i)1P ¢ )P
< st ] g+ T/l (8]

Il existe donc une constante C' > 0, indépendante de p et des rj, j € {1,2,...,n},
telle que

66 ? si—1 i)1P - /r.ip
Xl <o e (1+2). o
De meéme,
825 5;—2 (1 28; 4 i) (i 1 i
2 = si(si — 1)ry? §)§2+p7"iz Y (ri/ p) i)fz)ﬂLpQ??”(Tz/P)ﬁlé),

Si— i T i) (i 7"1-2 i) (i
= 2{31»(31»—1) §)€2+2si;n’(n/p) §)§§)+p2n”(m//}) el b
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Il existe une constante C' > 0, indépendante de p et des 75, j € {1,2,...,n}, telle que
0%¢
or?
On introduit maintenant la fonction, qui dépend aussi des variables polaires (w1, ws,
ey Wy)

p

pp p2p

, P2
<o )] g (1 TR ) . (5)

(71,72 ey Ty W1, Way ey Wy ) > (11, Ty oy 70 ) P (w1, Way ey why).
On a alors, en omettant les variables (rq, g, ...,7,) et (w1, wa, ..., wy),
AGD) =3 {ry [silsi — 1) +s:(N; — 1) = Mo, ] &7} @,
i=1

A ce stade, on introduit le parametre

. Ni_2+\/(N_2>2+A
S, = — _— Wiy
3 2 2 7

qui n’est autre que la racine positive du trindme s;(s; — 1) +s;(N; — 1) — \,,,. Posons
maintenant

n

(1, 12y ey Tp) = Hrf

i=1
et
Yo(x) = &1,y ooy ) E2(T1, T2, oy 1) Pw1, W, ..y ).

Notons que pour tout x = (rq, ..., 7, w1, ...,w,) € K, nous avons
A& (r1y ey 1) (w1, .oy wy)) = 0.

Soit n,, le vecteur unitaire normal extérieur a K,,, alors

oY, ) 0Pi(wi)
=&, (I)(l) 7 1 ]
ov,, Sbo ov,,
En utilisant le lemme de Hopf on obtient
0P;(w; 0
& <0, ou encore Vo < 0.
ov,, Vs,
Par conséquent
o,
—Llox <0. 6
5y loK < (6)
Si 'on désigne par A; le laplacien par rapport a la variable xz; = (r;,w;), i €

{1,2,...,n}, et en utilisant le fait que A,,(¢,)(x) = =, (¢,)(x), alors

i

[M]=

A(l/),,)(x) = Ai<¢p) (z),

0% (1) N; — 10(¢,) 1
{ or? (v) + r; or; <x>+742AWi(¢p)(x)}>

1

@
I
—

I
[M]=

1
”? N;—10 Aw;
B 1 {87"12 " Ty Or; 7 }¢p(x)7

7

.
3 |l

©
I

Il
i

?* N—10 )\,
(wl,..,wn)Z{W + o 2’}(5*52)(T1,..,Tn).

i—1 T Tz
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Ainsi,
”? N;—10 Ao, P
. P — D 7 _ Wi
|A1(¢p)’ P {arf + T a?"i rig } (5*52) )
p(si=2) [(2) o
D Si— 1 i 1
< Corrt 3 } - (1 Tt p2p> : (7)

< 77/}17 1 6* ( p ;210)

Du fait que n(r;/p) = 1 pour r; < p et n(r;/p) = 0 pour r; > 2p, si l'on pose

Ni ={z € K; Ay, # 0},

onalN; C{r e K; p<r; <2p}, et Pexpression

D 2p
T T
2

pr pP

est bornée pour tout x € N;. Par conséquent, il existe une constante C' > 0 telle que
Vi € N, [Ai(,) (@) < Cop () p (8)

Finalement, on a

A H I]ch 1H dr; dw;

. p 2p i

R A AR AR SR S S P
N; wg p Ko, [0,2p]"—1 Kw 27’—21:1 &

< C pZ?:l(s;JrNi)—%_ (9)

On choisit comme fonction test finale
t
(e, t) =1 P ().
On va établir deux estimations concernant la fonction ¢,. La premiere estimation

est
400 A 2p° t Az p
/ / | gop r,t)dedt < /p 17<0> dt/ %dw,
Ni 909 0 P Ni

p
< C pliim(SiHN)=2p+o (10)

et la deuxiéme est

p d 0\ |P
=o(x,t) a(t/p")
/] el , < [ vp@yds | "“1 9‘ dt,
supp |%22| @b ' (w, 1) K supp | @(t/00)| 1P~ (t/p?)
C pZZ‘:l(serNi) pf=1)
Cpizl(S?JrNi)%(p*l). (11)

AN

IAIA
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3 Cas ou le domaine est un produit de ¢ 6nes

Dans cette section, on établit des résultats de non existence de solutions pour
des problemes semilinéaires elliptiques et d’évolution d’ordre arbitraire en temps.
Le signe de la solution a l'intérieur du domaine étudié est arbitraire. Il est vrai que,
sous les hypotheses que nous ferons, le principe du maximum garantit la positivité
des solutions dans les cas elliptique et parabolique. Mais ce n’est pas le cas dans les
problemes d’évolution d’ordre supérieur a deux en temps.

3.1 Inéquations elliptiques

Considérons le probleme elliptique non linéaire

—Au > |ul?, z€K,

u(z) > 0, x € 0K.

Définition 1. Soit u € C'(K). La fonction u est dite solution faible du probleme (E)
si, pour toute fonction positive ¢ € C*(K) a support compact et telle que ¢|ox = 0,
on a

[l @)p()de < — [ w)dpdr+ [ w0 () dr,

ou Oy /0v désigne la dérivée normale de .

Théoréme 1. 97

l<g<qg=1+
=G (s ) — 2

alors le probléme (E) ne posséde aucune solution faible non triviale.

Preuve. Supposons que le probleme (E) possede une solution faible u non triviale
avec 1 < ¢ < ¢. On choisit p(z) = ¢,(x) dans la définition 1. Précisons d’abord
que [ u(z)A,(x)dr est bien convergente. De méme, 'intégrale

oY,
|, u@) G2 @) dr,

ol v désigne la normale unitaire extérieure a K, est convergente. En effet, la fonc-
tion w est continue et bornée au voisinage de r; = 0, ¢ € {1,2,...,n}, et la fonction
test 1, possede des dérivées partielles premieres intégrables sur K. Nous avons
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alors

| ul*(@)y(a) da

- [ a0, dw+/ D a) s,
[ (), (2) da

) A, (x

IA

IN
|
\

IN
|
i[]=
\

n

> / () | ety ()] e

i=1 i

S ([, eyt ) ( /. W dx) "
(x)]
(x)

)
/ lu|?(x),(x) dx)l/qi (/ M dx) v
K ’ el AV 7

n

(/K\uw(w)wp( )dx) +cz</N W@).

IN

IA

VA [\
N =

D’ou

J s < oy ([ St i),

< O pliLalitN2

Notons que pour ¢ > 1, on a

n 2
+N,)—2¢ <0 ¢é aut 1l<g<qg =1+
;(8 ) —2q quivau q<q N 2

et dans ce cas [ u9(x)Y,(x) dx est bornée uniformément par rapport a p. D’apres
le théoréme de la convergence monotone, on déduit que |u|?&, @ € L'(K). D’autre
part nous avons

Jo s < 3 ([ 1) </N de>/

=1

O (f, luertoyas)

En utilisant le théoreme de la convergence dominée on conclut que

IN

/|u\ (ryw)&(r ()H Nt dr dw = 0.

Ceci entraine que u = 0, ce qui contredit le fait que u est une solution faible non
triviale de (E). ]
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3.2 Inéquations paraboliques

Soit maintenant le probleme parabolique non linéaire

—Au > |ulf,  xe€ Kx]0,+o00],

(P) < wu(x,t) > 0, (x,t) € 0K x]0, +o0l,

u(z,0) > 0, r € K.

Définition 2. Soit u € C(K x [0,+o0[). La fonction u est dite solution faible
du probleme (P) si, pour toute fonction positive ¢ € C*!(K x]0, +o00[) & support
compact et telle que ¢|sxxjo,100[ = 0, 00 &

/OW/KWWMH/KU(:& 0)p(x,0)dr < —/m/ u <A<p+aaf> dz dt +

+oo
/ / u(z, t (x,t) dx dt.
oK

2
(st + N

alors le probléme (P) ne posséde aucune solutwn faible non triviale.

Théoréme 2. 57
1<q< qp =1+

Preuve. Supposons que le probleme (P) possede une solution faible u non triviale
avec 1 < ¢ < g;. En choisissant ¢(z,t) = ¢,(7,t) dans la définition 2 on a

“+o0o
/ / |u]qg0pda:dt+/ u(z,0)p,(x,0)d / / (Agpp ) dx dt +

+o00 8@/)
/0 /M( u(x,t)g(m,t) dzx dt.

La deuxieme intégrale du coté gauche (resp. droit) de la précédente inégalité étant
positive (resp. négative), on déduit que

+00
/ /|u]q<ppdxdt
0 K
+o0o
< —/ / Ay, + dz dt,

< —Z/+°°/ u g, dxdt — / /u ey "
121/0 /M-|u| !Aigop|dxdt+//
" " e 1/q
</ / |U|q¢p> </ /N |izp% dr dt) +
(/ / |ul? <Pp>1/q (// |5g0pq/_01t|q )

Pp

IA

u ’aaip(x,t)‘ dx dt,

IA
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En procédant de la méme maniere que dans la preuve précédente, et en utilisant
(10) et (11), on obtient

+o00 . , ) * |
/ / |u|qup dx dt < C (pZi:1(Sf+Ni)—2q +0 + pzz':l(si'f'Ni)—e(q _1)) .
0 K
Si l'on choisit # = 2 alors
+00 . ) /

Pour ¢ > 1, la condition 377, (s] + N;) — 2(¢' — 1) < 0 est équivalente a 1 < ¢ < g5
Dot le résultat. [

Remarque 1. L’exposant g, que l'on a trouvé est I'exposant critique du probleme
(P), dans le sens ou pour ¢ vérifiant 1 < ¢ < g5, le probleme (P) n’a aucune solution
globale, alors que pour ¢ > ¢, , ce méme probleme possede des solutions locales et
globales. Ce qui est en accord avec le résultat de [16].

3.3 Inéquations d’ évolution d’ordre arbitraire en temps
Soit k € N*, considérons le probleme

%o Auzfult, (a,t) € Kx]0,00]

u(z,t) >0, (x,t) € 0K x]0, 00, (12)

o lu(z,0) >0, z€K.

Définition 3. Soit u(x,t) € C(K x[0,400[) et supposons que les traces des fonctions
%Zt?, i =1,...,k — 1, soient bien définies pour ¢ = 0. La fonction u(z,t) est dite
solution faible du probléme (12) si pour toute fonction positive ¢ € C?*(K x]0, +00[)

a support compact et telle que ¢|ax 0,00 = 0, 0N a

I /a Lustdndt+ [T [ ( ‘Z;f Agp) dodt

8k L—ig, 8%0
q
>/ / |ul?p dxdt + Z /K i (x,O) e (x,0)dx

ak 1
+ T (m 0)¢(x,0)dz.

Théoréme 3. Soit

2
n(st+N)—2+2/k

l<qg<gq. =1+

Alors le probleme (12) ne posséde aucune solution faible non triviale.
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Preuve. Nous utiliserons les fonctions test décrites plus haut. On remarque que

pour py > k + 1, l'estimation

PP <em ),  1<p<po,
a lieu. Comme auparavant, nous avons
‘ﬂyp

dtk

it < D)
~/supP|W|77p (t/p) =

En prenant la fonction test

¢A%ﬂ=n<;>wA@

et @ = 2/k nous avons aussi

ok p
(155 — Ag,|
T, = / / N - dz dt,
supp|(~ 1) 22— Ag, | ©h

< sz?:1(5:+Ni)_2p+2/k'

(13)

(14)

(15)

(16)

Supposons qu’il existe une solution faible non triviale u(x,t) de (12). En choisis-
sant la fonction test ¢(z,t) = p,(x,t), définie en (14), p = ¢ > 1 et § = 2/k dans

la définition 3, et en utilisant le fait que

8<pp

S (@ 0) =0, i=1.. k-1,

nous obtenons

ak Lu
/K = (Jc 0)p,(x,0) d:r;—/ /aK N da:'dt—l—/ / |u|%p, dxdt

0"
k p

Finalement, nous utilisons I'inégalité de Young pour avoir I’estimation

ak 1
/K Oth—1 (x 0)¢,(,0) dm—/ /a dﬂlt-l—/ / |u|p, dxdt

< eJy < coploim N2 +2/k

Rappelons que 'on a

ak 1
/K Otk—1 L (2, 0)p,(w,0)dx > 0

et que, d’apres le lemme de Hopf, on a

/OO/ u%dxdtgo.
o Jox Ov

(17)

(18)
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On conclut alors que

/ /\u|qg0pdxdt
o Jr

est bornée indépendamment de p si

> (si4+N;) —2¢ +2/k <0,

=1

ou encore si 9

Po(sr4+N) —2+42/k
En utilisant les mémes arguments que dans les théoremes précédents, on aboutit a
u = 0. Ce qui contredit le fait que u est supposée étre non triviale. [ |

l<qg<gqg =1+

Dans le cas du probleme hyperbolique (k = 2)
—Au>|ul?, (z,t) € Kx]0,00],

u(z,t) >0, (x,t) € 0K x]0, 0], (19)

9u(x,0) > 0, reK

nous avons : Si

l<g<g,=1 )
1S® =1t S Ny T

alors le probleme (19) n’a aucune solution falble non triviale.
On considere finalement le systeme d’inéquations

atk — Au > |v|7, (x,t) € Kx]0, 0],
atk — Av > |u|®, (x,t) € Kx]0,00],
(20)
u(z,t) >0, v(z,t)>0, (x,t) € 0K x]0, 0],
Ou(r,0)>0, 210(2,0)>0, z¢€kK.
Théoreme 4. Soient g1 > 1, g3 > 1 et
N;)—242/k 1 1
max{fyhny} > (S + ) t / , ol Y= L7 et Yo = L
2 q1g2 — 1 Qg2 — 1

Alors (20) n’a aucune solution non triviale.

Preuve. Supposons que (20) posséde une solution non triviale (u, v). En utilisant
I'inégalité de Holder, dans la définition d’une solution faible de (20), on a

ak 1y
/K = 1(:(: 0)¢,(z,0) dx—l—/ / 0|, dzdt

1/g2
1 /
= <//Supp|(_1)k ey —Ap,| |u’(I2g0P dxdt) qu/qZ’ (21)
atk
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ak Ly
/K = l(x 0)¢,(x,0) dx+/ / |u|®p, dxdt
/q
Phop o |U|q1g0pdacdt> Jqll/ql. (22)

supp|(~1)k e

D’apres (15), nous avons
Jtn < Cop—2q’l+2?:1(sf+Ni)+2/k ot JqQ < Cop_2qé+2?:1(sj+Ni)+2/k.
En substituant (22) dans (21), on obtient

é)k 1
DI (x 0)1,(z dx+/ / [v|" @, dzdt

1/(q192) )
1 i 1/q/
= <//supp(—1)’“8k"’P —Agpp| |v|q1 i dﬁdt) Jql/(th(p qu/%'
otk

D’ou
/oo/ "U|q1(,0p drdt < (nglfljg;(qzﬂ))1/(q1q271) < sz;izl(s;JrNi)H/ka%_ (23)
0 JK

En utilisant les arguments utilisés dans les théoremes précédents, la condition

n

Z(s:‘ + N)+2/k—2v <0

i=1
entraine que v = 0. De maniére analogue, en substituant (21) dans (22), on déduit
que

/oo/ |u|q2¢p dxdt < (J;];—l(]gf(‘h—l))1/(‘11!12—1) < CPZ?:l(Sf+Ni)+2/k—2’Y2‘ (24)
0 K

Ainsi, la condition Y7, (sf + N;) + 2/k — 272 < 0 entraine que u = 0.
Il est enfin clair que si u(z,t) = 0, alors v(z,t) = 0, et vice versa. D'ou, la
condition nécessaire, de non existence de solution non triviale, s’écrit

(st +N)—2+2/k’
2

max{vyy, 72} >

4 Cas ou le domaine est un produit de ¢ 6nes tronqu és

Dans toute cette section, les résultats de non existence ne concernent que les
solutions positives (> 0).

Nous garderons les mémes notations qu’auparavant. Soit le parametre réel € tel
que 0 < ¢ < p et soient les fonctions

E(T1, T, oy Ty) = ﬁ (rf: — 681') et &(riy..smn) = (§&&2) (11, oy ).

=1
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Nous avons _
23 B )
o, — ST &G +—pn( ri/p)&&s,

et par suite, il existe C' > 0 tel que

o’
87“2‘

p

si s} p
< oo e+ oL ) )

Il existe donc une constante C' > 0, indépendante de p, de e et des 1;, 7 € {1,2,...,n},

telle que
oc " p(s1-1) [ ()P gp1 i
ar, < Cir; [§1 } 2 1+E : (25)

Procédant de la méme maniere on vérifie qu’il existe une constante C' > 0, indépen-
dante de p, de € et des 15, j € {1,2,...,n}, telle que

. . D 2p
gcﬂ%mwvgl<+;+T> (26)

PP

2
or;

Soit la fonction

X(T) = X(11,79, ooy Thy W1, Way ooy Wy ) = 5*(r1,r2, s T ) P (w1, way vy i)
Il est aisé de voir que

0? N,—1 0
AzX() {62+

dans K. et que x|ox. = 0.

2 = A e >0 27
r;  Or; rz} 1ri£ (27)

On introduit maintenant la fonction

ﬂp(m) = é*(rl, Toy ey Tn) Eo(11, T2y oy 7)) P(wW1, W2y vy W)

D’apres le théoreme de Hopf, nous avons
(28)

En plus, nous avons B
o,

fri=s

= —s57e% €WE < 0. (29)

Par conséquent, les inégalités (28) et (29) montrent que la dérivée normale de 1, au
bord de K. est négative, c’est a dire

%) . (30)

En procédant de la méme maniere que dans (7), il existe une constante C' telle que

2p
1 (87=2) [£(i)]P ¢p— T
Qi) < o (€] £1< p p2p>-
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Mais
*_9
rz')(s;.‘fQ) [é(l)}p < /r‘f(sz ) [g }p
! * - Tfs? — bS] 1
1 ¢~
< 5 {é*} , car r; > ¢
D’ou )
5* T; b
|Ai(1h,)|P < Cp! 1 : (31)
TZ pr - p*P

D’autre part, puisque 7(|x|/p) = 1 pour |z| < p, alors, sur I'ensemble {z € K;; |z| <
p}, nous avons ¢, = x et Ay, = Ay > 0. Ainsi, si I'on pose N; = {r e K.; A, <
0}, onaN; C {z € K.; p<r; <2p}, et Pexpression

2
T.P Tp

L+ =
pr p¥

est ainsi bornée sur N;. De maniéres analogues a (8) et & (9), nous obtenons respec-
tivement

Ve € N IA(,)(@)P < CULE o™, (32)

()P 2 N - Yo
\/~ —— |Anl(¢/7)| 3 d < O —2p H </ P +N 1— (p 1 Jd > (33)
Ni by 1Ty | 25| (P~ D)o j=1 \Je
Introduisons les ensembles

X;F = {ie{1,2,..,n}; s+ N;— (p—1)o; > 0},

et

Xo = {ie{l,2,...,n}; si+N,—(p—1)o; =0},
Xa_ = {ZE {1,2,...,77,}; 5f+Ni—(p—1)0i <0}
Puisque NV; C {z € K.; & <r; < 2p}, alors

|A; (1/7 )P
fM P IH : |(P—1)U]’ dx
Jj= 1

< Cp72p+ziexi (s;+Ni—(p—1)0) i p]card(xg) iexs (s74+Ni=(p—1)03)

S Cp*2p+zi€X;- <5f+Ni*(p*1)Ui) [ln p]Card(Xg) ) (34)

)

On choisit comme fonction test finale
. t\ ~
Spp(xvt) =1 E ’(/Jp(l')

Reste a établir les deux dernieres estimations portant sur ¢,. Les mémes calculs
utilisés dans (10) montrent que

+00 _ s* - (p—1)o;
/ / — |A SDP)| dl’ dt S Cpe 2p+ZiEX;r( Z+Nz (p 1) 1) [].n p]Card(XU) ]
N gy Ty | |1

(35)
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En notant |z|®=V7 = [T7, |z;|®~Y% et C(e, p) = [T7-,{e < r; = |x;| < 2p}, nous
avons

8 P ~ d o\ [P
é;;p d ¢p(x) £<t/p )‘

96| ==l 1o xdt§ 7_1611' ) 9 dt.
supp %22 | gh || (=D Cep) ||~V Jsupp [ @ /p0)| nP~L(t/pf)

Mais

n N;—1

77[);7(1:) . i1 T
/c(g,p)w—mdx = [ #w)ds / é, &Wdﬁ

< !K\/ E, ,f i, (ear 06 < 1),
z 1 z
2/) * I D . « . .
S |Kw|/ Hrfz""Nz 1 (p 1)Uz d?“, (Cal" 0 S,rfz —gsi S T:Z),
e
<

|K\H(/p sp+Ni—1—(p— 1oidri>7

nous avons donc

Eziexg (S:JrNi*(p*l)oi)

/ Yoz ) dz < szzeXJr(s?*Ni*(P*l)Ui) [lnp]card(x(,)

C(e,p) |QZ‘ )o
Finalement, nous obtenons I’estimation

a¢p P

// ’8t|(p = du dt < cgp—e(p—1)+2iexj s;+Ni—(p—1)oi [lnp]card(xa).
T

(36)

4.1 Inéquations elliptiques

Considérons le probleme elliptique non linéaire

—Au > TIM |z

Ziu?, x e K.,

u(z) > 0, x € 0K..

Définition 4. Soit u € C(K.). La fonction u est dite solution faible du probleme
(E,) si pour toute fonction positive ¢ € C?(K.x]0,+00[) & support compact telle
que @|ok. =0, on a

/ T leslw (2) o) dae < — /Eu(x)Agp(x)dx—l—/aKau( Zi( ) dz,

Ke i1

ou Op/0v désigne la dérivée normale de ¢.
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Théoreme 5. Si Z?€X+ o; > —2 et

2+ ZieX;‘ 0

l<qg<qg,=1+ ,
q QE,O' Z’LGX;_(S?;_'_NZ)_2

alors le probléme (E,) ne posséde aucune solution faible non triviale.

Preuve. On notera |z|” = [I7 |2;]% et |2|@ D7 = [f, 2| V7. Soit u(x)
une solution faible, non identiquement nulle. En choisissant ¢(z) = ¢,(x) dans la
définition 4 on a

], lal”ut )iy (a) da

< [ i d+/ S

K.

< -/ ulz )A,(z) d
—Zn:/MU Awp

n

> [ ul@)| A, (@) dr.

=1 i

, o D@\

(/ [ "u () (2 )d“"> </N |x|<q’—1>:¢72/_1($) dx) ’
) q 1/qg n W >l/q/
(e >dw) (L)

|ac|”uq D, )dx) +OY (/N |x||éfz:qu,)|q;( )dx).

IN

IA

IA
M= |

VA
=/
/\\ >\\

IN

D’ou

IN

/Ke |x|0uq(x)1;p(x) dx C’Z </N |x| |f_f/;:;q)!( ) dx)

Cp—2q +2 e xct (STHNi= (@' =1)as) In p]card(xg)

)

Notons que pour ¢ > 1, on a

—2¢ + > (si+N; — (¢ —1)o;) <0 ébquivaut
iext
2+ ZieX;L 0;
=24 Yiex+ (i + V)

l<g<gq,=1+

et dans ce cas [y, |2|7ud(x)4,(x) dz est bornée uniformément par rapport i p.
D’apres le théoreme de la convergence monotone, on déduit que ’application

r = (rw) — [z|7uf(z) & (r) B(w)
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est dans L'(K.). D’aprés ce qui précede, on sait que / |z|ud (2)1), () da
K.

€

n 1/q () 1/q
Z(/  Jel (@) () dm) / (/N x|<‘f2:f:f;g')ll(x) dx) ’
< oX ([, lelwoi @ )

En utilisant le théoreme de la convergence dominée on conclut que

IN

n

/K wI(r,w)é(r) ®(w) [ PNt e dw = 0.

=1

Ceci entraine que u = 0, ce qui contredit le fait que u est une solution faible non
triviale de (E,). [
4.2 Inéquations paraboliques

Considérons le probleme parabolique non linéaire

—Au > 1% |x

iyl x € K.x]0,4o00],
(P,) ¢ wu(z,t) > 0, (x,t) € OK.x]0, +0o0],
u(z,0) > 0, r € K..
Définition 5. Soit u € C(K. x [0,+00[). La fonction u est dite solution faible

du probleme (P,) si pour toute fonction positive ¢ € C*!(K.x]0, +o00[) & support
compact telle que ¢|3K€X]07+oo[ =0,o0n a

[ T
_/+OO/ <A<p—|—> dxdt+/+oo/8K xta—gpxt)dxdt.

Théoreme 6. Si Z?ex* o; > —2 et

‘”quodxdt+/ o(x,0)dr <

2 + Z’L’GX; g;
ZiGX;L (87 + Vi)

alors le probléme (P, ) ne posséde aucune solution faible non triviale.

1<g¢<gq,,=1+

Preuve. Supposons que le probleme (P, ) posséde une solution faible u non triviale
avec 1 < ¢ < g ,. En choisissant p(z,t) = p,(z,t) dans la définition 5 on a

+oo
/0 /K]x|”qu5pdxdt+/ uw(z,0)p,(x,0)dr <

/+OO/E (Acpp ) dxdt+/ /aKE £ (x,t) dx dt.
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La deuxieéme intégrale du coté gauche (resp. droit) de la précédente inégalité étant
positive (resp. négative), on déduit que

+o00o
/ / |z|7ulp, dx dt
o Jk
+oo
< —/ / (Agop >d:cdt

< —Z/ / uAZgopdxdt—/ / U pd:vdt,

Z/m/ |Azgpp|dxdt+// aip( ,t)| dz dt,

</+OO/ \x!"quap>q Y </+OO/ |Aﬁf~q de dt) /Q/+
1/q

(L #06) (] s ,xﬂ?ﬁa;‘;l)

En procédant de la méme maniere que dans la preuve précédente et en utilisant (35)
t (36) on obtient

+o00
/0 / |x‘ouf1¢p dedt < C (pa(e) + pb(e)) In p]card(xg) 7

IA

IA

ou
a(f) = 0—-2¢+Xcxr (8] + Ni— (¢ —1)os),
b)) = —0(¢d—1)+ ZZ-GXJ (si 4+ N;— (¢ — 1)oy).
Sil’on choisit 8 = 2 alors
iexy

D’ot, il existe une constante C' > 0 telle qu’on ait, pour p assez grand,
+o00 y oo,
/ / |x|ouq¢p dr dt < C’p —1)+y €X+ T+N;i—(¢'—1)oy) In p]card(xo) '

Pour ¢ > 1, la condition a(2) < 0 est équivalente & 1 < ¢ < 4, .- En raisonnant de
la méme maniere qu’a la fin des théoréemes précédents, on déduit le résultat. |

4.3 Inéquations d’ évolution d’ordre arbitraire en temps

On va énoncer, sans donner de preuve, un résultat similaire a celui obtenu au
paragraphe 2.3
Considérons le probléme

atk — Au >[I, |27, (x,t) € K.x]0,400],
u(z,t) >0, (x,t) € K.x]0,400], (37)
‘g’;;_l?(x, 0) >0, r € K..
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Définition 6. Soit u(z,t) € C(K. x [0, +00[) et supposons que les traces des fonc-
tions %Zt?, i = 1,...,k — 1, soient bien définies pour ¢ = 0. La fonction u(z,?)
est dite solution faible du probléeme (37) si pour toute fonction positive p(z,t) €
C*F(K.x]0,00]) & support compact ( dans RY x]0, +oo[ ) telle que ¢|ax. x)0,00] = 0,

on a

I /8 U dedt + ) 8 ( g;f Agp) dadt

) ak 1— 1 8%
> %iqy
/ /K”l_ll\:vl ugpdmdt—i-z 8tk1’<x 0)815 (x,0) dx
ak 1
+/ ST (7, 0)p(z,0) du.

Théoreme 7. Supposons que 37+ 0; > —2 et

2 + Z?EX;L o;
Yiexs(sT+Ni) —2+2/k

l<qg<qg =1+

Alors le probléme (37) n’a aucune solution non triviale.

Un résultat analogue peut étre obtenu pour le systeme d’inéquations

G — Au > Jo|, (z,t) € K.x]0,00],
Gt — v > Jul®, (2.1) € K.x]0, o],
(38)
u(z,t) >0, ov(x,t) >0, (x,t) € 0K.x]0, 00,
O lu(r0) >0, 22,020, xeK..
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